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ẋn = fn(x1, x2, ...xn)

���¸��yFt"rm|4w
F
��wV�<y{�*�Dt(��y{�¶�*y{��t���rl���my{��x'y{�(w���t(rl���4y{�Kt���rm�

fi
��hN�

F
��r+���mx'rm���¸x�w�����zÇt(rl��x��l¤Ty��

���¡t��az*r���r�������t(�m��r�rm��tuw�z�t(y{��y���r{�*qsr�������t"�m��r��$���m�Nz*wSt(��y����C���[ *�*��t�z��Z� � w���x_��r��Krl�Dt(rmz*|��l� j w����
��w��4z���t(r{¤*y{�Z�l������t"�m|�rm�4�4r�r[v��m��z��4���Krl��rm�Kt�w�z�v_������t(�m��rm�uw�zNt"y{��y{��rm�l�

�



f ��rm�´w{x�x������hwSt(��y{�*�g�ëy{z
t(|4w��*���ky{|���wFt(��y{����n�
$y�Â���r.t(rm��x��À�m���l�my{z���r}��r}��w������l|�rº�*�����l|��Dt(r}rDt´y{Â��¢���D�Ky{��z�t(��y{���rce rm��tu�*�m�m|���t(r
x*w�|Cz*�Z������t(�m��r������m�az�wSt(��y{�*�C�*r�|��m�lz�|�|�rl���mr��*y{����w���toe
t+1
rm�Ç�<y{���Dt"��y{�Ç��rpe

t
�

���¸xTrmz�tut(|(w����4�<y{|4��rm|�z��qh �kj � rm�¸z���r+w�x*x������lwSt"��y{�¸rm�¸�l������t(�l|�rm�4�(w���t��V��wV�4z���t(r���rl���{w���rlz�|���x�|����4rm�
x*w{|oeµ�V��rm��������t"w��Kt(�

t = nT
y{Â

T
rm��t���w�x'�m|���yN��r{�����¾y{~Nt(��rl��t�w���y{|4��z��*r�w{x�x������hwSt(��y{�¸��r É y{�����lw{|��r�*sStud

�4rm�Dt(��y���v��xwR
[�NÅ �¢�������Krm|4��r�¤Ny{�_xTrmz�tst(|4w��*�4�<y{|���rl|sz��*r�w�x�x������lwSt(��y{�_rm�_z��yh �kj � x�w�|sz*��r�	��4z��4x'rm���4��y{�A�*r
�¢�²w�x*x������lwSt"��y{�z�'�

{ eNn}|*f�~��Àe
� å�ïSê
úa�Súkäi��ísæ}æ�úëä
ç���þ»âãå�ä��FßDâ´ïFêhæ���îlïSß(äÁå�á[ê�çSå��R��â¢æ�ê[äÁå�æ�ðûð²æ}çKè áDâãçSâ¢æsú¢ïm�R��âãå²æ�ïhâ"��ô"Ý{ámêc�{æ�ïlä´ä¢ámï*�ká[ïhâãú
ð�æsísæ�ä¢äãâ¢æ
úëá[ïFú$ð²ß}ì¡áDâãísæ´â¢æ4îmïFå²úëæ�þ�å��=çhæ4ú¢ú¢ïSú�ÿSò�ßDâ$æ�ühæ�í���ð�æDÝSþ�á[êFú¢å²ç���â¢á[êSú$ð²æ��{æ�êSçSïFð�æ�ßDísáDâëäÁå�ç�è ��îlïSß(äÁå�ámê mẍ+ bẋ+ kx = 0 ÿ� ê�ð²æ�âJ�����4þ»âãå�ä@ß[å²úS�4í}æ4êDä(� {
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çSá[êDä�ð¡è ßDíg�Fðûå äÁïSçhæsêSæ��Dß"âãå�æ��FßDú´ßDï
þ�á[ïSâãú´çSï�ä¢æ�íg��ú
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° r��lw�|4w��[t(�m|�r��������4��x�wSt(���$rm��tºt»��x����az*ru����z��V������t"�m��r���y{��t9�¢���D�Ky���zNt(��y{�A�$��rm��t9x*w��s|��D�Krm|4����~*��r�w�zX�ly{z�|��s��z
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z��*r
x*w{|�t�����xTy{|�t"w���t(r���r
�¢�²�Dt(z��*r
�$��z*�Ç������t(�l��r
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xTrlzN�Krm�Ktux*w����Dt"|�r�� � w�yFt(���Nz�rm��
D�
{ eNn}|*f�~��Àe
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z��oxTy{���Kt
 �v�r�������t"w�~*��r�r[tuz��Ç�����4�az�r�����y���t(���
~���w��*��rDtu�ã�²w�zNt(|4r���y���t(�����*y{��|�r
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���Zx*w�|4��r�t(y{zNtu���²w�~Ty{|4�Z��rm��������t(�m��rm�C�*y{��tu�¢��rm�4x*w{�mr���rl�Cx � w��4rm�Crl��tuz*��r���|�y���t(r�|��mrl����r���y{�Ktu��w��N����wS�
�����Nz�r�rm��t���w_x*��z����4����x���r{�O���ox*w�|���r�rl���4z���t(r��*r�������t"�m��rm�
��y{�Kt��¢��rm�4x*w��lr���rm�
x � w���rl��rm��t�z��o�lrm|��m��rÅ�ë�*r
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ẋ = f(x)

j w��*�u��rm�u������t(�m��rm�u��y{��yF�»������rm���4��y{���*rm���u�my{��t"���az��l¤���rm�ux'y{����t(�� �v�rm�u�4y{��t��<y{|4�m�m��rl��t��*rm�uy{~���rDt(�u¼{�lyF�
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f(x) = −dV
dx
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��rm��������t(�m��rm���������lw���|�rm��xTy{z*|
����t"|�ya��z*��|�r

�az*rm���az*rm��t(rm|4��rm��rDt���yFt"��y{����rDt���y�z��
x�w��4��y{�*�
rm�*�4z���t(rVw�zNv ������t"�m��rm����y{���Á�������hw���|�rm�l�O�uy�z��
x'y{z�|4��z*���Ky{���
x*w{|�z��*r+�*rm�4�m|���xNt"��y{�±��rm��~*���<z�|4�lwSt(��y{�*��w��4�4ya�m���mrl���A��rm��x'y{����t(�� �v�rl��xTy{�*�Dt(z*rm���l���uy{z*��w�~'y{|���y�����rm�*��z*��t(r
��rm��x'y{����t"�9 �v�rm��~*���Á������rm���4��y{�*��rm�����ë�D���m��rm����������t(rm��
D�
° rm�.������t(�m��rl�������*�lw���|�rm�.�4y{��t}���my{�*�*wS¥�t"|�rCxTy{z*|
�¢���[t(z��*rC��rm��������t(�l��rm�.��y{���������hw���|�rm�.�lw�|���w����.�mrm|�t"w{����rm�

�my{�*����t(��y����l¤���w��N����w������az*r��$��z*�Z������t(�m��r������*�lw���|�r
xTrlzNtu�Dt(|4r
w�x�x*|�ylv������mr�x�w�|Cz*�Z������t(�m��r������*�lw���|�r{�

H�ü½ý IKJ9�C
MLON#<��P2iÿ4�9Q=�Oÿ��8<��
� �Ç� j ¤´z*� ������t"�m��rA�����*�lw���|�r_xTy{�4�4�m��rA�*rmzNv t»��x'rm����rAxTy�����t� �v�r¶½´�mrlzNvµ�az*�s��y{�Kt�xTy����Dt(z*rm���+y�Â ��w

����t"rm�4��r
rm��tu�az*����r(����rl��y{|�~*��t(rm���m��y{�4rm�u�az��$�ly{|�|�rm�4x'y{���*rm��t�����rm��y{�4�m������wSt"��y{���u��t"w�~���rl�m�
� �Ç��rmz�v_������rm���4��y{�*�m¤�z*�Z������t(�m��r������*�lw���|�r
rm��tu|��l¼{�$x�w�|Cz��Ç������t(�m��r��$���m�Nz*wSt(��y�������zÇ¼{rm��|�r�½

{
ẋ = ax+ by

ẏ = cx+ dy

�4y{��t
ẋ = Ax

y{Â

A =

(
a b

c d

)

° r�������t"�m��r
�N����w������Nz�r�rm��t�w���y{|����my{��x����Dt"rm��rm�Ktu�4xT�l�m�¡ *��x�w�|C��w���wSt(|4���mr
A
�

È)�S4��S4 RZp e�e�eNn}àS�<e¾eKg�~��@e	�a~��@eNjT� .10 p´i=gSil2TpÀj
ã y�zNt����²w�~Ty�|��$¤�����t"|�ya��z*���4y{������rm����yFt(��y�������r��*��|�rm�Dt"��y{������t"w�~*��r�rDt�������t"w�~*��rr��:�=iG��QWYB�GF8�DrKM8�:�=iG��QW¤B�ACGF¡

8�H t�T�W·DF:�rm�¾w���¼{��w{���*
�½

�mâ



-/.10 p´i�gFi32'p54L4õÀ�G«DFHa`
B*sQ=SHSTF8�:>=iG��QW¤B�D9N KM8pUXTRHl8L=F¥³Ï�B�Hl8�:>=iG��QW¤B
x∗
B>:>=�W[N B�8�:QB�A��QWYB�D�B>:9U�TFHl8L=a:�IQKMH�s*TF8�\FB�`JÍ�B�8L=

\FB�`*:
x∗
IQK�GR8�D

t → +∞ U WYGEDFHl`
B*sQ=SHSTR8 Hl8�:>=iG1�QWYB/B>:>=_W[N B�8�:QB�A��QWYBrD�B>:£U�TFHl8L=a:�IQKMHo=@B�8�D�B�8L=o\FB�`*: x∗ IQK�GF8�D
t→ −∞ V IQK�GF8�D�TF8E`
B�A�TF8L=@BZWYBZ=@B�A_U�:
¢�B�8Û:�TRA$A�BXW�d
Õ wSt � �l��wSt(���az�rm��rm��th¤N�mrm�s�*��|�rm�Dt"��y{���s�4r���y{����rm�Kt9�m¼�w{��rm��rm�Kt�	��{w{|����Dt(�m�o�������Xx�w�|���r��m¼�w���rm��rm��tC���

α
�

��������t(r�x'y{z�|���w�����|4rm�Dt(��y{�Ç���*��tDw�~���r{¤*rDtu�$�
ω
�»��������t"r�x'y{z�|C��w�����|�rl�Dt(��y{�Ç��tDw�~���r{�

� t(z*����y{���u��r�������t(�m��r����m *���$x�w�|�½

A =

(
a 0

0 −1

)

qsrl��z����Á�l�$�l������t"�m¼{|�r�w����4�m��rm�KturDt���y{�*��r�½
{
x(t) = x0e

at

y(t) = y0e
−t

h�rm��y{����w��{w���rmz*|
��z�x�w�|4w����Dt(|�r9��rC�my{��t(|4Ä{��r
a
¤���r9x'y{����t� �v�r

x∗ = 0
w����¡¹��m|�rm��t"rm���*wSt"z�|�rm��rDt.x�|4y{x�|����[t(�m�

�<�Ky���|9 *¼�z�|�r � �R
�½
�¢w�
_xTy{���Kt� �v�r���t"w�~*��r��az*��wSt�t(��|4r�t(y{z�t(rm����rm�9t"|4wF��rm�[t(y{��|�rm�9�
�¢~L
_�Dt(y{����rA�az��swSt�t"��|�r�t(y{z�t(rm�+��rm��t(|4wF��rm�[t(y{��|�rl���*rX��w��*���m|�rX�������Dt(|����Nz�r{¤À�{��rm��t��»�F�Á����|4rX�az�rX��wZ����t"rm�4��rX�*r
�my{���Krl|�¼{rm�*�mr��Krm|����¢��y{|���¼�����r
rm��tu��w����m��r���w����9t(y{z�t(rm����rm���*��|�rm�Dt(��y{���9�

�ë�m
_xTy{���Kt� �v�r���t"w�~*��r(�
�¢�L
_����¼{��ru��ruxTy�����t(�. �v�rm�º��t"w�~*��rm�u½�t(y�z��º��rl�ºxTy{���Kt(�º�$��z*��r��*|�y{��t"r��4y{��ts��rm�ºx'y{����t"�. �v�rm�º��t"w{~���rm�ºr[t.t(y{z�t(rm�
��rm�9t(|4w���rm�Dt(y���|�rm���4y{�KtuxTrm|4xTrm�*�����mz*��w���|�rm�u���lrDt�wSv�r(�

�ërm
_xTy{���Kt+ �v�rX������t"w�~*��rX�az�w����¡ *�A��rAxTy{���Kt���rX�4rm����r{¤Ày{z xTy�����t � ��xTrm|4~Ty{�����Nz�r¸½À��w¸����|�rl�Dt(��y{� ��t"w�~���rXrm��t
�¢�²wSv�r
��rl�

y
¤���w�����|�rm�[t(��y{�Z������t"w�~���r��¢�²wSv�r
�*rm�

x
�

�ë�

_�mrm��t"|�r_½����À�owAz��±x'y{����t� �v�r���t"w�~*��r�rm��t"y{z�|����*r��my{z*|�~Trl���my{�*�mrm��t"|����az�rl�m�$È»�
�l�²w�¼{��t��$��z��*r���tDw�~�������t"�
��rmz�t(|�r{¤��*��wSt�t"��|4w���t"r{¤�����|�rmx'y{z��4�(w���t"r{� ° rl�C�ly{z�|�~'rm���my{�*�mrm��t(|4���az�rl�C�4y{�Ktu�*rm�Cy�|�~���t"rm���m��y{�4rm�9�

�ë¼�
_��x*��|4w���r���t"w{~���rX½T�4y{�¸�mrm�Kt(|�r�rm��t�z*�¸xTy{����t� �v�r���t"w�~���r�rDt���rm�ut(|4wF��rl�Dt(y{��|�rl���my{���Krm|4¼{rm��t��arm|����mr�xTy{���Kt
rm�Z�4x���|(w���w���t³�

� � 
_��x*��|4w���rC���*��t"w�~���r�½{�4y{���mrm��t(|4r9rl��tºz���x'y{����t. �v�r9���*��t"w�~���rCrDtº��rm�
t(|4wF��rl�Dt(y{��|�rl���l���m� � w�x�x'rm��tº��rC�mrCxTy{���Kt
rm�Z�4x���|(w���w���tS�
j w��*����rm���lw����ãw�
D¤9�¢~L
srDt$�ë�m
[¤����'�ZwÛ	+��t"w�~*������t(�
¼{��y{~�w���rZ�'�

-/.10 p´i�gFi32'p54X� �g8ÃDFHa=gDON KM8�U�TFHl8L=
x∗
IQK(N HSWOB>:>=(À"<�G�U�KM8�TR\$:>=iG��QW¤B«:�H�=iTRKX=@BZ=S`�G�ÊuB*sQ=iTFHa`
B$I�KXHkD�P�A�GR`�`
BoU�`
?>:

D�B
x∗
D1B>A�B�KM`
B«Hl8�D1PS¥(8�HaACB�8L=�U�`
?>:�D1B

x∗
d

Y rm�Vw�|��az*r�½�z���xTy{���Kt�x'rmz�t��Dt"|�r ° �Nw�x�z��*yl�+��t"w�~*��rs�(w��*�
�Dt"|�rCwSt�t(|4w{�Dt(rmz*|´x'y{z�|�w{zNt"w��Kto�¢�lw��
�*r9��tDw�~�������t"�
��rlzNt(|�r�
D�

�uð



°¡ßu± a < −1 � x∗ = 0 æ�úkä�ïFê��ámå²ê[ä9Ühühæ�úëäãßDàFð�æ
°¡àR± a = −1 � x∗ = 0 æ�úëä@ïSêhæ��äãá[å²ð²æ

°�þ
± −1 < a < 0 æ�úkä�ïFê��{ámå²ê[äÜSülæ.úkäÁß"àFð²æ

°�çF± a = 0 �
ð�æ úa�Súkäi��ísæ�{á[úãúS��çhæsïSêSæ}ðûå�­mêhæsçhæ��{á[å²ê[äÁú
ÜSülæ�ú

°¡æ*± a > 0 � x∗ = 0 æ4úkä�ïSê�{á[å²ê[ä9ÜSühæ�å²êFúkäÁß"àFð²æ

°¡ì@±�þ�æ�êDäãâ¢æ °Y­u±'úS��å�âãßDð²æ.úkäÁß"àFð²æ °¤¸F±�úS�Få²âãßDð�æ.åûêSúkäÁß"àFð²æ

Ö�×aØ�Ù � � f ° rl�����¡¹��m|�rm��t"�
t»��xTrm�+��rXxTy{���Kt� �v�rAw�x�x�w�|4w����4�(w���t���w�����z*��������t(�l��rX�������lw{��|�r{� É y{z�|���rl���m���*�x�|4rm����rm|4�
�lw��
�*rÅ�¢w�
��}�ërm
D¤���r+t���xTr��*r�x'y{����t� �v�r�rm��t��*y{���*��xTy�z�|���r�������t(�m��r���y{�*�����*w��*����r�t(r[vat(r�rl�
�<y{�*�Dt(��y{����rC��w��{w���rmz*|���z�x�w�|4w����[t(|�rC�*rC�my{��t"|�Ä{��r{� É y{z*|���rm�
t(|�y����.��rm|��*��rm|��.�lw��_�ë�*

��� � 
[¤�y����kw���t}z����4����x*��r
�4� � �m�Vw��*zZx'y{|�t(|4w{��tu��r�x � w��4r�x'y{z�|�rm�Z��y�����rl|Cz��*r����*�mr{�

� w



point fixe instable

étoile et noeud dégénéré

centre neutre stable

spirale stable

(point de selle)

non isolé
point fixe

point fixe instable

point fixe stable

spirale instable

∆

τ

Ö�×aØ�Ù �u¾ f qs��w��4�4�¡ *�hwSt(��y{����rl��t���xTrm�@�*r.xTy{���Kt(�� �v�rm��x'y{z*|$z*�
������t(�m��r.�������hw���|�rº~����Á�*����rm�*�4��y{���*rm��rm�
�<y����Dt(��y����r
��w��VwSt(|����mr
��zÇ������t(�m��r{�
τ
rl��t���w+t(|4w��mr
�*r
��w���wSt"|����mr
�*zÇ������t"�m��r{¤

∆
�4y{�Ç���[t(rm|������*w��Kth� ° rl���4x���|4w���rm�

�my{|4|�rm�4xTy{�*��rm�Kt��¾�*rm���{w���rlz�|��+x�|4y{x�|�rl���ly{��x*��rDv�rm�l¤´��rm��w�zNt"|�rm��t»��x'rm���¾�*rm���{w{��rmz�|��+x*|�y{x�|4rm�+|��mrm����rl�m� ° w
��������t(rXrm��t(|4rV��rl���*rmzNv / y{��rl���4z���t��¢���m�Nz*wSt(��y�� √τ2 − 4∆ = 0

�������*y{����rE	Ç�lw{���Vw�|�¼{���*w{zNv � ��rm���hw��
�my{|4|�rm�4xTy{�*�*w��Kt(�u� √

τ2 − 4∆ = 0
¤
τ = 0

rDt
∆ = 0

�

È)�S4��3� Zy|�gm�ÀfSe[�@eNj�à�2'ikpTgSj 0 e$eNjT�ÀeNj�j\,@j[g"]NnoeNj��ëi<p . |�i<fSeNj
° ���Dt(z*��r���rl�
�{w���rlz�|��ºx�|�y{x*|�rm�º��r���w���wFt(|����mr

A
x'rm|���rDt}��r�x�|��l�m���4rm|.��w��*wSt(z*|�r���rm�ºxTy�����t(�� �v�rm�l� É y{�4y{�*�

τ
��w+t(|4w��lr���r

A
r[t

∆
�4y{�Z�*�Dt(rm|4������w���t�½

τ = a+ d

∆ = ad− bc
° rm�9��w���rmz�|4��x�|�y{x*|�rm����r

A
�4y{�Kt�w���y{|4�
½

λ1,2 =
τ ±
√
τ2 − 4∆

2
��yFt(y{���u�az�r��¢��y��Çw�w�z��4�4�$��rm��|4rm��wSt(��y����
½

∆ = λ1 × λ2

τ = λ1 + λ2

� �¸�<y{�*�Dt(��y{�¸�*rm�u�{w���rmz*|���x*|�y{x�|4rm�l¤�y{�¸�*�Dt(rm|�������r���r
t»��xTr���r�xTy�����t(�u �v�rm���az*r�x'y{�4���l��rm�Kt���r�������t(�m��r
rm�Ç��z*���{w��Ktu��w+ �¼{z�|4r �u¾ �

H�ü
0 ^_2
�)�a`9<cbed9�f��<��g`ih����a�CJ9�C
MLON#<j�9�K�a2iÿ4�9Q=�Oÿ��8<
��y{z����m�*y{��³my����9t(y{z�tu�$�²w�~'y{|��Çz���r
x�|�y{x*|����Dt(�
�<y{����w���rm�Kt"w���r
��rm��������t(�m��rm���N����w������Nz�rm�
½

ß f�2Là´f�i . g . �Ì6O8�B�=S`�G�ÊuB�s�=iTRHl`
B�8�Bc:QB�`
B*s
TRKmU�B�ÊuGFA�GRH3:Qd

�@�



{ eNn}|*f�~��Àe
� åDïFêhæ�äãâãß��kæ�þ»ä¢á[å²â¢æTúëæTþ�á[ï��FßDå�ä�Ý4ð¡è ���[á[ðûïläÁå�á[ê�úëæ�âãßDå ä�êhá[ê�çm��ä¢æ�âãí9åûêSåûúkäãæ���æ�ê�ïSê��{á[åûêDä�Ý�ð²æTúa�Súkäi��ísæL��ámïhâ¢âãßDå�ä1�{á[ïhâãúãïSå��lâ¢æ
ú¢ß$äãâãß*�kæ�þ»äãá[å�â¢æ'çSæTçSæ�ïlü�ísß[êSåV��â¢æ�úNçSå��R��â¢æ�ê[äãæ�ú�ÿ � å[ð²æ'úa�Súkäi��ísæ�æ4úkä�çm��ä¢æ�âãí9åûêSå²úëä¢æ[Ý4þ"è æ�úëäNàFå²æ�ê(���Så²çSæ�í9í}æ�ê[ä�å²íg�{á[úãú¢å�à�ð�æDÿ

° rCt � �my{|��m��ru��r É y{���*�lw�|��[�lksrm���*��v��4y{�z�ë�Nz��*x'rm|���rDts��ru���m��y{��t(|4rm|.�¢�²rDv�����t(rm�*�mru�$��z*���[���m��ru��������t(rux'y{z�|
z��X������t(�l��r�~*���Á������rm���4��y{�*��rm�3
.����x*�����az�r��Nz$��z*�V������t"�m��r�~*���Á������rm���4��y{�*��rm�T��r�x'rmzNt9x*w{�swm�Ky{��|sz��X�ly{��x'y{|��
t(rm��rm��t�� � w�yFt"���az�r{�*Å�z*�4���¢¤�������r
xTrmz�tux*w���rDv�����t(rm|C���²wSt�t(|(w��Dt(rmz*|C�*r�������rm���4��y{�Ç��y{�Zrl��t(���m|4r�rm�z� jnm �

È)�3�>�S4 osi<p . |*f�ikjQ|�gFi32'pp��q¤�Àp j\,�j[g"]Nn e¸p³2Tpr�kikp . |Ti=fSe
É y{z�|V�my{�*�*wS¥�t(|4rÇ��wo�*wFt(z�|�rÇ����z�� x'y{����tV �v�rÇ�*w��*��z*� ������t(�m��rZ�*y{� �����*�lw���|�r{¤ºy{� x'rmzNtX��rÇ�����*�lw�|����4rm|

��ya�lw{��rm��rm�Kth��hNz�x*xTy{�4y{�*�C�az*r���y�t(|�r�������t(�l��r��4y{��t����m�m|4��tux�w�|C��rm���m�Nz*wSt(��y{���
½
{
ẋ = f(x, y)

ẏ = g(x, y)

h��@rm�¸x�|�rl�����m|�r+w�x�x*|�ylv����VwSt(��y{�¸y{�¸��w����4��r���r��mÄFt(����rm��t(rl|���rl�u�Nz*w���|(wSt(���az*rm�l¤�y{�¸y{~Nt"��rm��t�z*�¾������t(�m��r
�������hw���|�r
��y{�Ktu��w��VwSt(|����lr��4r�|4�m��z*��t��_½

(
∂f
∂x

∂g
∂x

∂f
∂y

∂g
∂y

)

(x∗,y∗)

��rm�Ç���m|4���K�mrm�Ç�Dt"w��Kt¾�lw����mz*���mrm�¾w�z xTy�����tÇ �v�r
(x∗, y∗)

�uqsrDt�t"r±�VwSt(|����mroxTy{|�t(ro��r±�*y{� �*r�	¸��w{�my{~���rl�5�
��z ������t"�m��row{z xTy�����tÇ�my{�*�4�����m|���� j �²z���r±�Vw������l|�r±¼{�m�*�m|4w���r�¤9��rA��w��my{~���rm� ����z�� ������t(�l��r±rm��tÇz*� y{~���rDt
�<y{�*�*w���rm��t"w��'xTy{z*|}�¢���Dt(z*��r��*r���w���t"w�~�����t"������z��X�[���m��r���������t"r{�aÅ�x�x������Nz�y{�*�}�¢�²w���w������4r������*���az*�mr�����w��4rm�Dt(��y��
v�� � �x�¸�¾�mr���w��my{~*��rm�$��h��º�¢��y{�µ�4r�t(|4y{zN�KrX�*w{����z*�µ�lw����az*�}�$��rm��t�x*w��+z��µ�lw��+��w�|4¼{���*w��£� √

τ2 − 4∆ = 0
¤

τ = 0
y{z

∆ = 0
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ẏ = −y
É y{z�|

µ < 0
¤

(±√µ, 0)
�4y{��t
������t"w�~*��rm��rDt

(0, 0)
rm��t
wSt�t"|4w��Dt(rlz�|m� � �

µ = 0
¤'�lrm��t(|�y{����x'y{����t"�� �v�rm�

�my{����������y�����rm�Kt�xTy{z*|C��w����4�4rm|
(0, 0)

�my{����r��4rmz*�$xTy{���Kt� �v�r���zÇ������t(�m��r
�az��$rl��t�������t"w�~*��r{�

H�ü
� þÅÿ��������	��
�ÿ
�����z`�<c����b��
� �Ç�¸������rl���4��y{���l¤´��rm���D���m��rm����������t"rm��xTrmz��Krm��t�rDv�����t(rm|m��qsrl���D���m��rm����������t(rm��w�x*x*w�|4w{�����4rm�Kt�rDt��*����x�wS�

|4w����4�4rm��t�w{z¾�my{z�|4�u��r�~*���<z�|4�lwSt(��y{�*�m�'qsrl�u�[���m��rm���4y{��t��4y{��t���t"w�~*��rm�Z�ãwSt�t(|(w��Dt(rmz*|���
C��y���t�������t"w�~*��rm�l�T£u�¾xTy{���Kt
 �v�r�xTy{�*�Dt(z*rm�$xTrlzNtu�m¼�w���rl��rm��t��4r�t"|4w����4�<y{|4��rm|�rm�Z�D���m��r���������t(r�w�zÇ�my{z�|�������z���r
~����<z*|��lwSt(��y��Z��r3�uy{x*�»�
È»�
rDv�����t(r��*rmzNv¾t»��x'rm����r�~����<z*|��lwSt(��y��¶�*r���y{x��u½'�¢��z*��r+rl��t
�az�w����¡ *�lr+�*r+�4z�x'rm|��m|4��t(���az*r/�ëy{z±rDv��m�¡t"wSt(��y{�

��y�z��mrm
[¤��¢�²w�zNt(|4r���r
�4y{z����Á�l|���t(���az*rC�ëy{zÇrDv��m��tDwSt(��y{�Ç�<y{|�t(rm
D�
��i��@�@f��R|�gFi32'pp�@e[+Å2LàS��ju�Oà.eaf@� �{f�i�gFia~��@e É |�rl��y{������r
������t(�m��r����m *���$x�w�|C�4rm���myNy{|���y������mrl�Cx'y{��w���|4rm�
½

{
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(xn+1, yn+1) =

{
(2xn, ayn) 0 ≤ xn < 1/2

(2xn − 1, ayn + 1/2) 1/2 ≤ xn ≤ 1

Å�zX�kz�|}r[tC����rm�4z�|�r��*rm�s��t"�m|4wSt(��y����l¤a�*rm�sx'y{����t(�9������t(��w���rl��rm�Kt9x*|�ya� � rm�s�¢��z��A�*r��¢�²w{zNt(|�r��l���m��y{��¼{�*rm��th��Å�z
~Ty�zNt+�$��z*���mrm|�tDw����ot(rl��x��l¤@�az�rl����rV�az*rV��y���t+��wÇx*|��m�m���4��y{�^�k *�*��rm

wm�Krm�V��w{�az�rm����rVy{���ly{���*wF¥�t+�¢���m�lw�|�t�rm��t"|�r

Í ð¡è ß�����ð²åûþ�ß(äãå²á[ê�çhæ.ÞKá\&�åKæ�úkäÀçm�[Ü�êSå�æ���ß"â
{

xn+1 = 1 + yn − a | xn |
yn+1 = bxn

¹yÎ ð¡è ß�����ð²åûþ�ß(äãå²á[ê�çhæ9�O��êhámêuæ�úëä@çm�[Ü�êSå��Fß"â {
xn+1 = yn + 1− ax2

n

yn+1 = bxn
îlïSåKß9ïSê�þ�á[íg�{áDâëäãæ�í}æ4êDä@þ½¸Sß"á"äÁåûîmïSæ��{á[ïhâ@ð�æ�ú��DßDð²æ�ïhâãú a = 1.4 æ�ä b = 0.3 ÿ

¾�â
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